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RESUME

Cet article a trait au probléme de reconstruction de graphes. On
démontre que la classe des graphes adjoints des graphes simples
de degr$ maximum 7 4 est aréte-reconstructible, c’est-é-dire,
tout graphe dans cette classe est caracteris@ par la liste de ses
sous-graphes propres maximaux non-8tiquetés.

ABSTRACT

This paper concern the graph reconstruction problem, We show that
the Line graphs of graphs with maximum degree 4 are edge-recons-
tructibles, i.e., every graph in this class can be caracterised

by its maximal proper non-labeled sub=graphs.
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Dans la suite tous les graphes considérés sgeront des graphes
simples, Nous dénotons un graphe simple par G=(V,E).

Definition 1l: Un sous-graphe induit de G par U€V, c“est un
graphe G{U] dont les sommets sont ceux de U et dont les ar8tes sont
les arétes de G ayant leurs deux extrémit&s dans U,

Defipition 2: Un sous-graphe partiel ou sous-graphe de G est
un graphe (U,F) avec UcV, F<E et Xe= [xl,xz]eF: xeU et xeU,

Definition 3: Le graphe adjoint d’un graphe G est le graphe
L(G) dont les sommets sont les arétes de G, deux sommets &tant re-
1iés dans L(G) si et seulement si les aretes correspondantes dans
G ont une extrémité commune,

Definition 4: Soit (Ge) la liste des sous-graphes propres ma-
ximaux non-8tiquetés de G. On dit qu’un graphe H est une aréte-re-
construction de G 51 la liste des He est &gale & celle de G. On dit
que G est ardte-reconstructible si toute aréte-reconstruction de G
est isomorphe & G, Une classe de graphes est aréte-reconnaissable
si toute aréte-reconstruction d’un graphe dans la classe appartient
4 la classe. Une classe de graphes est aréte-recontructible sl tout
graphe dans la classe est arste-reconstructible.

Dans (1), Harary a formulé une conjecture analogue a celle
d°Ulam: Tout graphe G avec [El34 est aréte-reconstructible.

Dans cet article on démontre que la classe ¥ des graphes adjoints
des graphes simples de degré maximum % 4 (A(G) % 4) vérifient la con-
jecture d°Harary.
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Pour démontrer ce résultat nous utiliserons le lemme de Kelly
pour 1°aréte-reconstruction (Bondy (2)):

Lemme 1: Soient F et G deux graphes tels que IE(F)|<|E(G)

Le nombre n(F,G) de sous-graphes partiels de G isomorphes & TF est
aréte-reconstructible, Si G ne posséde pas de sommets isolés et
|V(F)l «\V(@)|] alors le nombre s(F,G) de sous-graphes induits de G
isomorphes & F est aréte-reconstructible,

Démonstration:

1) Chaque sous-graphe partiel F de G est compté IE(@) - |E(F)|
fois dans la somme: 2_ n(F,G_). Ainsi:

ecE(G) ¢
n(F,6) = =_ n(F,G,) / (IE(@) =IE(F)]|)
eeE(G)

2) Bondy a montré que si G ne posséde pas de sommets isolés
alors la liste des Gy (les sous-graphes induits propres maximaux
non-&tiquetés de G) est aréte-reconstructible, Donc, 8tant donnée
cette liste on a:

s(F,6) = 2_ s(F,Gy) / ( V(&) = V(F) )
veV(c)
CoQo.FoDs

Greenwell (3) a aréte-reconstruit le nombre de sommets 1s0lés
d’un graphe., Par conséquent, lorsqu’on reconstruit un graphe G°
on lui enléve tout d°abord les sommets isolés. De cette facon, toute
aréte-reconstruction du graphe G, obtenu & partir de G”en lui enle-
vant les sommets isolés, ne comportera pas de sommets isolés, En
plus, s8i G est aréte-reconstructible alors G est arate—reconatructi-
ble., D°aprés cette remarque, il suffit de démontrer que les Ge) sans
sommets isolés sont aréte-reconstructibles.

Lemme 2: (Caracterisation des graphes adjoints par des sous=-

graphes exclus) .
G est un graphe adjoint si et seulement si aucun graphe de la
liste (1) n’est un sous-graphe induit de G:



271

<

&> &
iete (1) @ @

<
Soit )= 3'119 . Ot

- g,' est la classe des graphes adjoints des graphes avec A(G)> 5.
- 3 est la classe des graphes adjoints des graphes avec &(G)= 4.

Si Geg_'alors G contient une 5-clique.

Lemme 3: ?est aréte-reconnaissable.

Démonstration:

Soit Geg'. Il faut montrer que toute aréte-reconstruction H de G
est un graphe adjoint comportant une S5=cliques

1) Si G est isomorphe & K. alors K5 est la seule aréte-recons-
truction de G car K5 est aréte-reconstructible (Harary (4)),

2) Si G n®est pas isomorphe 4 K5:

= G comporte un sous-graphe sommet propre isomorphe & K5. Donc,
d’aprés le lemme 1, H contient une S5=clique.

= Pour montrer que H est un graphe adjoint, il suffit de mon-
trer qu’il ne comporte pas de sous-graphe induit isomorphe & un des
graphes de la liste (1) donnée plus haut: H ne peut pas etre isomor-
phe & un des graphes de la liste (1) car H comporte une S5=clique;
par conséquent, si H contenait un des graphes de la liste (1), alors
ce graphe serait un sous-graphe propre de H. Donc, d’aprés le lemme 1,
il serait aussi sous-graphe de G ce qui est impossible car G .

CeQoFoD,

Proposition 1;:

g’ est aréte-reconstructible.

Démonstrations

Soit Gea"[ et (Ge)esE(G) la .iste des sous-graphes propres maxi-
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maux de G. Comme G comporte une 5-clique alors il existe G com-
portant un sous-graphe induit isomorphe a:

Yy
figure 1

Montrons que toute ar&te-reconstruction de G est isomorphe au
graphe obtenu & partir de Geo ©n reliant les sommets x et y. En
effet, s{l n"8tait pas ainsi, alors il existerait une aréte-recons-
truction de G avec un sous-graphe induit isomorphe au graphe de la
figure 1 qui fait partie de la liste (1), ce qui est impossible
d°aprés le lemme 1,

CoQoFoDo
Si G‘gvalors une clique d’ordre maximum de G est une 4-clique.

Lemme 4: ?'est aréte-reconnaissable,

Démomstration:

Soit Geg et H une aréte-reconstruction de G. I1 faut montrer
que H est un graphe adjoint dont la clique maximum est d’ordre 4:

1) Si @ est isomorphe a K, , alors K, est la seule reconstruc-
tion de G car K, est aréte-reconstructible (Harary (4)).

2) si G n’est pas isomorphe & Ky

- G comporte un sous-graphe sommet propre isomorphe 8 K, o
D’aprés le lemme 1, H comporte une L4-clique. Alors cette 4=clique
est maximum car sinon H serait isomorphe a K5 et donc G serait iso-
morphe & K5 ce qui est impossible, ou H contiendrait proprement
une 5-clique et donc G contiendrait une 5-clique d’aprés le lemme
1, ce qui est impossible,

- Pour montrer que H est un graphe adjoint, il suffit de mon-
trer qu’il ne comporte pas de sous-graphe induit isomorphe & un des
graphes de la liste (1): H ne peut pas etre isomorphe & un 818ment
de cette liste car les graphes de cette liste comportant une 4-
clique sont tous arete-reconstructibles (Harary (4)); de plus,
aucun &18ment de la liste (1) ne peut pas etre isomorphe & un sous=-
graphe induit propre de H car dans ce cas G contiendrait aussi un
tel sous-graphe d’aprés le lemme 1, ce qui est impossible. Donc, H



est un graphe adjoint.
CoQ.F.D,

Proposition 2:

g est arete-recontructible.

Démonstration:

Soit Geg et (@ )e E(G) la liste des sous-graphes propres ma=-
ximaux de G. Soit F un graphe sans sommets is0lés avec L(F) iso-
morphe & G. On sait que A(F)=4., Considérons un sommet de F de degré
4 s

1) Supposons que F contient un sous-graphe partiel isomorphe &:

€. e;
Fye e‘ ou Fy:

€4

Alors, G contient le sous-graphe induit:
es e

e e’ 1 avec cette arete pour Fy
sans cette arete pour F2

e, e,
Donc, il existe un Geo avec un sou-graphe induit isomorphe &:
s e,

81 e e} _L avec cette arete pour F,
sans cette arete pour F2

€4 83
Etant donné que toute aréte-reconstruction de G contient un
sous~graphe partiel isomorphe & 8y alors tout graphe g°dont le gra-
phe adjoint est une aréte-reconstruction de G, contient le sous-
graphe partiel:

el

< e,, pour F, Dans gy, g est adjacent &
850 Il ne peut pas etre ad-
es jacent & o dans g’car O(gkL.
ot e; % pour F, Par conséquent, ec est adja-

ey cent & e; dans g; .
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Ainsi, toute aréte-reconstruction de G s’obtient & partir de
Ggo €n joignant eg et eg, deux sommets bien précis de G oo

2) Supposons que F ne contient pas de sous-graphe isomorphe a’

F. ou F2 mais il contient un sous-graphe partiel isomorphe &:

1

e,

G contient alors le sous—graphe induit:

e, ey
&5 e,
e, ey
Donc, il existe Ge° contenant le sous-graphe induits
€, (A
eg e,
e, e 3

tel que e° appartient 8 une L4-clique pour toute aréte-reconstruc=
tion de G. (D°aprés le lemme 1, le nombre de 4-cliques contenant une
aréte spécifique est aréte-reconstructible., Donc, on choisit un G0
dont ce nombre est positif),

Toute aréte-reconstruction de G est un graphe adjoint. Par
conséquent, d’aprés le lemme 2, ¢° doit relier deux sommets du
graphe précédent:

e = [eg,e3] [e5,e4] , [e5,e6] ,[e6,el],[e6,eaj ou [el,eq] .

2.1,) Supposons que e° = [95,e3];

On aurait une aréte-reconstruction de G comportant le sous-
graphe induit:
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Cette aréte-reconstruction ne peut pas etre isomorphe au gra-
phe ci-dessus car ce graphe est aréte-reconstructible (Harary (4))
et G serait aussi isomorphe & lui, ce qui est faux. Donc, le sous=
graphe ci-Cessus est un sous-graphe sommet propre de cette aréte-
reconstruction de G, D°aprés le lemme 1, toute aréte-reconstruction
de G contient un sous-graphe induit isomorphe au graphe ci-dessus
et cela implique que tout graphe dont le graphe adjoint est une
argte—reconstruction de G contient un sous-graphe isomorphe &:

e,
[ ey

Fo: e
s

en particulier F, ce qui est impossible d’aprés les hypothéses.,
Donc, e° # [ej,e5] .
2.2,) Supposons que e° = [é5,04] :

On aurait une aréte-reconstruction H de G avec le sous=graphe
induit:
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e, es

Comme on a suppos& que e° appartient &4 une 4-clique quelle que
soit 1°aréte-reconstruction de G, cette 4-clique ne peut etre in-
duite que par {e5,e4,e2,x'} ou {gs,eA,x,y} , ofi x,y sont deux
sommets différents de ej,€5, ece €ge

H doit contenir donc un des sous-graphes partiels:
X

e
5 X es

& e ou é e, y

€ €y e, e,

66 e(‘

(2.2.1) (2+2425)

Si on a le cas (2.2.1.), ou bien H est isomorphe au graphe de
la figure (2.2.1l.), ou H contient un sous-graphe partiel aréte pro-
pre isomorphe au graphe de la figure (2.2.,1.). Dans le premier cas,
@ serait isomorphe & H car H est aréte-reconstructible (Harary (4)).
Dans le deuxiéme cas, d’aprés le lemme 1, G contiendrait un sous-
graphe partiel isomorphe & celui de la figure (2.2.1l.). Quoi qu’il
en solt, le graphe F contiendrait un sous-graphe partiel isomorphe

=t

Fl: ¢,

X

ce qui est impossible d”aprés les nypothéses.,

Si on a le cas (2.2.2.), en raisonnant pareil au cas (262.10),
le graphe F contiendrait un sous-graphe partiel isomorphe &:
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Pale Py Pty
Fy: ou Fy: e:., ou Fy: e3
J X
(5i e; n’est adja- (5i x est adja- (5i y est adjacent
cent ni & x ni & y) cent & 93) & e3)

ce qui est impossible d’aprés les hypothéses. Donc, e° # [es,el}] o

2.3.) Supposons que e® = [e5,96] :
On aurait une aréte-reconstruction de G contenant le sous-
graphe induit: e, €y

e, 93

. A
Donc, on aurait une arete-reconstruction de G contenant le
e

Nz

€
ce qui est impossible car ce graphe est dans la liste (1). Donc,
e # [eS,ed .

2.4,) Les cas e°= [e6,e2] et e°= [96’el] sont similaires
aux cae (2.1) et (2.2) respectivement et on arrive & ce que e°#
[e6,e2] et e°# [66’61:] .

Finalement, seul le cas ofi e®= [el,e4] convient. Ainsi, toute
aréte-reconstruction de G est isomorphe au graphe obtenu & partir
de Ge° en reliant ey et eh, deux sommets bien précis dans Ge°'

3) Supposons que F ne contient pas de sous-graphe partiel

isomorphe & Fl, F2 ou F3 mais il contient un sous-graphe partiel
isomorphe &;

sous=-graphe induit:



s
e,
€z
)
F#: ey

Dans ce cas, il existe G, contenant le sous—graphe induit:
&
e & €s
€y
tel que e® appartient & une 4-clique. (D°aprés le lemme 1, le nom-
bre de 4-cliques contenant une arete spécifique est aréte-recons-

tructible, Donc, on choisit un Geo dont ce nombre est positif).
Comme les sommets e 198209085 induisent Ky 1,3 on doit avoir

o= [s2s05] » [oys05] v [o2s :J
3,1) Supposons que e€°= [ 2,es] (le cas e°= [e4,es] est similaire)
On aurait une aréte-reconstruction de G contenant le sous-

graphe induit: e, & es

€ e
€y
Comme e° appartient & une 4-clique de cette aréte-reconstruction,

cette 4=clique serait induite par {el’BZ’GS’x} ou {ea,es,x,y}
ofi x,y sont deux sommets différents de €)9€p50009850

On a donc une aréte-reconstruction H de G contenant un sous-

graphe partiel isomorphe &: < y
X
e
2 es € es
& e, & \/ e
€, ey

(3.1.1.) (3.1.2)
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Dans le cas (3.1l.1l,), ou bien H est isomorphe au graphe de la
figure (3.1.1.) ou H contient un sous-graphe pertiel aréte-propre
isomorphe au graphe de la figure (3.1l.l.). Dans le premier cas G
serait isomorphe a H car H est aréte-reconstructible (Harary (4)).
Dans le deuxiéme cas, d°aprés le lemme 1, G contiendrait un sous-
graphe partiel isomorphe & celui de la figure (3.l.l.). Quoi qu’il
en soit, le graphe F contiendrait un sous-graphe partiel isomorphe

&:

(si ey est adjacent & x) (si o n’est pas adjacent 4 x)

ce qui est impossible d”aprés les hypothéses.
Dans le cas (3.le.2.), H contient un sous-graphe induit isomor-

phe &:
% (ow Y)

e e
2 5 ou ~q'll|"y'
€,

e, €y
(si e, nést adjacent (si ey est adjacent & x
ni & xni &y) (ou y))

D’aprés le lemme 2, ceci est impossible,

Finalement on a e°= [}2,e4]et toute aréte-reconstruction de G
est isomorphe au graphe obtenu & partir de Geo en reliant e et eh,
deux sommets bien précis de G o

4) Supposons que F ne tombe pas dans les cas (1), (2) ou (3).
Donc, F ne contient pas de sous-graphe isomorphe aux graphes:
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Pour tout sommet x de degré 4: F [{x} U/’(x{] induit une com-
posante connexe isomorphe &:

F5: ou F6:
On sait que si F est non-connexe, alors G est non-connexe (car
F ne posséde pas de sommets isolés) et donc G est aréte-reconstruc-
tible car G ne posséde pas de sommets isolés. Si F est connexe,
alors il est isomorphe & F. ou F et on sait d°aprés Harary (4)
que L(F5) et L(F6) sont aréte-reconstructibles.
Finalement (1), (2), (3) et (4) impliquent que 3, est aréte-

reconstructible,
CeQoFoDo

Théoréme:
La classe des graphes adjoints des graphes simples de degré
maximum ) 4 est aréte-reconstructible.
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